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ABSTRACT: In deregulated electricity markets, generation

companies with the aim of maximum revenue need to provide

trading strategies to the electricity trading market, which

contributed to a self-scheduling model. When considering the

uncertainty of price, the trading strategies are required to

maximize the revenue as well as minimizing the risks brought

by uncertainties. In this paper, a multi-objective robust

mean-variance model was proposed to solve the above problem

and the Pareto frontier of the multi-objective optimization was

obtained. Moreover, the proposed robust mean-variance model

could be equivalently transformed into a non-robust

mean-variance model which was casted as a second-order cone

programming (SOCP) optimization. The price of robustness to

benefits, risks, and the Pareto frontier were analyzed. Finally,

the robust mean-variance model based self-scheduling model

optimization and its budget of robustness were tested on a

30-bus system. The simulation results demonstrate the

effectiveness of the proposed method and analysis.

KEY WORDS: self-scheduling model; second order cone

programming (SOCP); semi-definite programming (SDP);

multi-objective programming; robust mean-variance

optimization; Pareto front; locational marginal prices (LMPs)

摘要：解除管制电力市场背景下，发电厂商作为价格的接受
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者，需向电力交易中心提供发电交易策略来最大化自身的收

益，从而形成发电自调度的优化模型。然而，当考虑电价不

确定性时，发电商一方面希望最大化收益，另一方面需要最

小化不确定性带来的风险。为此，该文建立了一种鲁棒均值

方差优化模型，以收益最大化和风险最小化为多目标，进而

获得多目标优化的 Pareto前沿。通过等价转化发现，鲁棒

均值方差模型与非鲁棒均值方差模型具有相同的数学形式，

均为一个二阶锥优化。进一步分析了鲁棒模型对收益、风险

以及 Pareto前沿的代价。最后采用 30节点系统对鲁棒均值

方差优化的发电厂自调度模型以及鲁棒代价进行详细的分

析和对比，结果证明提出方法和分析的正确性。

关键词：发电自调度；二阶锥规划；半正定规划；多目标优

化；鲁棒均值–方差优化；帕累托前沿；节点电价

0 引言

在解除管制的电力市场体制下，发电商和消费

者通过联营交易模式，提供相应的供给和需求，然

后由电网运营机构给出适当的市场出清规则。在这

种模式下，电网运营机构直接决定各发电商的交易

计划并负责实时平衡，以保证系统的安全和对用户

的可靠供电[1-3]。而发电厂商在参与联营交易模式

时，可以视为价格的接受者，其自身并不能控制市

场价格，而是通过对电价的预测，以最大化自身的

利益为目标，从而向联营交易提交相应的发电计

划。然而，属于同一个发电厂商的发电机机组通常

在电力系统中处于不同的位置，因此发电厂商在逐
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利的过程中，必须考虑电网的安全约束条件。而节

点电价反映了电网传输功率阻塞的实际情况，所以

发电厂商在做分析和决策时，通常采用节点电价。

此外还必须考虑每台机组的发电容量约束。

发电自调度的优化模型可以看成是经济学的

一种组合投资优化模型[4-8]。决策过程中对节点电价

的预测总是存在一定的偏差，这使得决策者的竞价

策略不可避免具有一定的风险性。因此，决策者在

投资的过程中不仅要考虑利益最大化的问题，同时

还应该考虑投资风险最小化的目标。为此，均值方

差优化在发电厂自调度模型中得到广泛的研究。文

献[9]考虑日前的机组组合的基础上，提出了基于均

值方差的混合整数二次规划的优化模型；文献[10]

提出日前市场的发电自调度模型，通过预测各时段

的电价以及各时段电价的协方差矩阵，但没有考虑

网络的安全约束；文献[11]则针对不确定性提出一

种基于非概率形式的信息差决策理论的均值方差

模型，来处理短期发电自调度问题；文献[12]提出

一种基于 CVar的鲁棒均值方差优化的实时市场的

发电自调度模型，并认为节点电价的不确定性服从

高斯分布，通过风险评估工具 CVar将由于节点电

价不确定性导致的收益损失量用一定的置信量界

定，进而得到了在该置信水平下的鲁棒优化模型；

文献[13]考虑在节点电价不确定集合为椭球情况下

的均值方差模型，并将电价的扰动视为正态分布，

得到保证收益在一定置信区间下的优化模型，进而

等价转换为一个二阶锥规划模型；文献[14]则考虑

节点电价预测值和协方差矩阵均为不确定量的最

差情况下的优化解，得到半正定规划模型，但该模

型较协方差已知下的均值方差模型要复杂很多。

本文在组合投资优化理论基础上，首先通过统

计特性给出节点电价不确定性集合，进而导出发电

自调度模型在不确定集合下的鲁棒均值方差优化

模型，并证明该鲁棒优化模型与非鲁棒均值方差模

型具有相同的二阶锥规划数学形式，进而文章详细

分析了鲁棒模型对收益、风险以及 Pareto 前沿的

代价。

1 发电自调度优化模型

发电自调度优化模型不同与传统最优潮流或

者经济调度模型的是，其模型中并不要求考虑发电

与负荷的功率平衡关系。这是因为在解除管制的电

力市场下，发电厂商只关心自身的利益，希望发电

集团的利益最大化，因此发电量只能满足部分负荷

要求，而最终发电和负荷的平衡问题则是电网独立

输电系统运行公司 (independent system operator，

ISO)的责任，进而给出市场的出清价格。因此，发

电厂商可以视为价格的接受者，根据预测的市场价

格而逐利，使利润最大化，从而给出各个机组的出

力。需要说明的是，市场通常采用节点电价

(locational marginal prices，LMPs)进行结算 [15-17]。

为此，针对系统中的某发电商，其发电自调度的优

化模型可以描述如下。

模型目标函数可表示为：

g

T
g gmax ( )C

P
u P P (1)

g
2

g g, g,
=1

( ) ( )
N

i i i i i
i

C a P b P c  P (2)

式中：ai、bi和 ci分别为二次成本函数系数；Ng为

系统中属于该发电商的传统火电机组个数；Pg,i为

火电机组 i的有功出力；u为系统的节点电价向量

表示。

模型约束条件包括以下组成部分。

1）功率约束：

g d

g, d,
=1 1

N N

i i
i j

P P


  (3)

式中：Pd,j(t)为负荷 j的需求量；Nd为负荷的个数。

2）火电机组出力约束：

min max
g, g, g, g, 1,2, ,i i iP P P i N    (4)

式中 min
g,iP 、 max

g,iP 分别为火电机组 i出力的上下限。

3）电网的传输功率约束：

max max
b, b, b, , 1,2, ,l l l lP P P l N     (5)

式中： max
b,lP 表示支路 l(首端节点为 i，末端节点为 j)

的最大传输功率；Nl为线路的条数。式(5)可通过网

络转移分布因子，将支路传输功率转化为节点注入

功率的表达方式，即：

g d
max max

b, , g, , d, b,
=1 1

N N

l l i i l j j l
i j

P G P H P P


     (6)

式中 Gl,k和 Hl,k为网络的转移分布因子，分别表征

支路传输功率与发电节点和负荷节点注入功率的

灵敏度信息。

可以看出，上述 1）—3）的约束条件构成了发

电机出力的单纯形约束集，可记为矩阵形式：
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g min g max{ | }  P b AP b (7)

2 发电自调度鲁棒均值方差优化

式(1)建立的发电自调度优化模型必须在节点

电价已知的情况下才能进行求解。然而，实际中，

发电厂商需要提前对系统的节点电价进行预测从而

进行发电的优化。然而，根据经济学原理，收益越

大，其风险也越大，而风险一般通过收益的方差来

表征。因此，发电厂商在节点电价不确定性的情况

下，其追逐的目标就有 2个：一是最大化利润，二

是最小化风险，这就构成了一般的均值方差模型。

但由于这 2个目标通常是矛盾的，因此需要进行权

衡。为此，需要根据历史数据对节点电价的均值和

方差进行估计和预测。设预测的节点电价为 u，其

协方差矩阵为，则收益的期望可表示为式(8)，其

风险可表示为式(5)。

T T
p g g g gE( ( )) ( )c C C   u P P u P P (8)

T T
r g g g gcov( ( ))c C  = u P P P P (9)

式中：E(·)表示期望；cov(·)表示方差。

则经典的均值方差模型可表示为

g

g

T
g g

T
g g

max ( )

min

C








 






P

P

u P P

P P
(10)

通过引入风险系数，可将这个多目标优化模
型转为单目标优化模型，如式(11)所示。该风险系

数取值为[0,]表征发电商对市场风险和期望的

权衡程度，越大表明发电商越具有保守心理，则
风险和收益相对较低；而越小表明发电商越具冒
险性，风险和收益越高，这也符合市场中“高风险

高收益”的规律。

g

T T
g g g g( ) max ( )F C


 


   

P
u P P P P (11)

不难看出，式(11)的优化解是依赖于风险系数

的，不同的风险系数会得到不同的优化结果，因
此其优化解可视为的函数 F()。此时，式(8)和式

(9)定义的收益及风险也为的函数，当从 0变化

到时，(cr(),cp())的轨迹构成该多目标模型的

Pareto前沿[18]，该 Pareto前沿上的优化解被认为是

具有最好效率。

然而，节点电价的估计 u总存在一定的误差，

使得 Pareto前沿有一定的偏差。为此，文章在不确

定的环境下建立一定鲁棒的均值方差模型，该鲁棒

模型的思路是希望能够在电价预测最差的情况下

得到式(11)的最好结果。首先，需对不确定性进行

建模，文献[12-13]指出，实际节点电价为 u，并且

服从联合正态分布，方差为 。则根据文献[19]的

统计学结果，可以证明式(12)服从自由度为 Ng的卡

方分布。

g T 1 2
g

g

( )
( ) ( ) ( )

( 1)

T T N
N

T N



u u u u  � (12)

式中 T为得到节点电价 u估计所采用的采样数。

若给定置信度 q，则节点电价的不确定集可以

表示为

T 1

g

g

{ | ( ) ( ) }

( 1)

( )

T N
q

T T N

 



  
   

u u u u u 
(13)

在式(13)定义的不确定集下，鲁棒均值方差模

型可以表示为

g

T T
g g g g( ) max min ( )R C


 


   

uP
u P P P P (14)

对式(14)进行化简，可知内层“min”模型值只

与 u有关系，因此得到：

g

T T
g g g g( ) max ( ) {min }R C


 


    

uP
P P P u P (15)

进而建立内层“min”模型的 Largrange函数可

以表示为式(16)，由 KKT条件可知，最优值可表示

为式(17)。

T T 1
g [( ) ( ) ]L    u P u u u u  (16)

T T T
g g g g{min } 


  

u
u P u P P P (17)

将式(17)带入式(15)，可得鲁棒均值方差模型为

g

T T
g g g g( ) max ( ) ( )R C


  


    

P
u P P P P (18)

3 鲁棒代价分析

对比式(18)建立的鲁棒均值方差模型和式(11)

的均值方差模型不难发现，模型式(18)和式(11)具有

相同的优化模型形式，不同的是风险系数发生了

改变，并且对于相同的
0，有 0 0( ) ( )R F    。

由的定义可知，越大，相应的风险和收益会变
小，因此得如下结论。

结论 1 采用鲁棒均值方差模型得到的结果相当于
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风险系数增加  的均值方差模型，使得风险和收
益与非鲁棒均值方差模型相比同时降低。

其次，对于
0下的鲁棒均值方差模型，根据结

论 1，优化结果相当于 0  的均值方差结果，因

此风险可表示为

0 T 0 0
r g g( ) ( ) ( )r        P P (19)

化简可得：

0 0
r r( ) ( )r c    (20)

收益则可以表示为

0 T 0 0
p g g

T 0 0
g g

T 0 0
g g

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

( ) ( )

r C

C

    

   

    

   

   

  

= u P P

u P P

P P (21)

化简后可得：

0 0 0
p p r( ) ( ) ( )r c c         (22)

如果直接以
0为风险系数，传统模型的收益和

风险可由式(8)和式(9)求出，将两者进行比较，得到

鲁棒模型对收益和风险的影响如式(23)和式(24)所

示，可知风险和收益均有所降低。

0 0
p p

0 0 0
p p r

( ) ( )

( ( ) ( )) ( )

r c

c c c

 

     

 

    (23)

0 0 0 0
r r r r( ) ( ) ( ( ) ( ))r c c c        (24)

结论 2 鲁棒模型对收益的损失包括 2部分：一是

风险系数增加  后造成的收益损失；二是额外损

失 T
g g P P ；鲁棒模型对风险的降低为风险系数

增加  后造成的风险降低量。
进一步对鲁棒风险和收益进行分析，由风险系

数的定义可知，cp()，rp()，cr()和 rr()均随增
加而降低，因此为的不增函数；另一方面，由式
(8)、(9)、(20)和(22)的定义可知，由于发电机的出

力是有界的，4个函数均为有界函数。根据泛函分

析[20]，单调有界数列必有极限，并且该数列必为柯

西数列。以 cp()为例说明，即0，0，对
于1,  2 有 | cp(1) cp(2)  | ，并且有

p plim ( ) ( )c c





   。

结论 3 当风险系数很大时，由式(24)可知，鲁棒

对风险的降低会逐渐趋于 0，而由式(23)可知，鲁棒

对收益的降低会趋于  倍的风险(即 p ( )c  )。

4 鲁棒均值方差模型求解方法

由于鲁棒均值方差模型与非鲁棒均值方差模型

具有相同的优化模型形式，因此只需研究模型式(11)

的求解方法即可。很明显，模型式(11)为一个凸规

划问题，但目标函数中含有 2-范数形式，因此可采

用二阶锥规划 (second order cone programming，

SOCP)或者半正定规划(semi-definite programming，

SDP)进行求解。

1）二阶锥规划形式。

文献[21]指出，对于 n维向量 x，二阶锥的形

式包括 2种：一种是二次锥，定义如式(25)；另一

种是旋转二次锥，定义如式(26)。但旋转二次锥可

以通过式(27)，引入一个新的哑变量 s，转化为二次

锥，一般建议采用二次锥来替换旋转二次锥，可以

在一定程度上提高计算效率。为此，二阶锥规划则

是目标函数为线性，约束条件包括线性不等式，线

性等式和二阶锥约束的优化模型。

2 2
1 1

2

, 0
n

i
i

x x x


  (25)

2
1 2 1 2

3

2 , 0, 0
n

i
i

x x x x x


   (26)

2 2
1 2 1 2

1
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n

i
i

s x x x x x s


     (27)

式(11)的模型可等价为
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T
g g

2
g,

=1

g

( ) max ( )

s.t.

0

N

i i i
y s i

N

i i
i

F b P c y

y

a P s

s

 




   


  

 

 
 





P
u P

P P

P

(28)

由于协方差矩阵为半正定矩阵，因此可唯一将

其进行 Cholesky分解为 T( )   ，并通过引入

哑变量，将模型进一步转为标准锥形式：

g
2 2

1

g

N

i
i

v y






  


v P

(29)

g
2 2 2 2
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1

2 2
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i
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(30)
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则最终标准的二阶锥规划模型可描述为式(31)

所示的 SOCP模型，该优化模型可采用原始–对偶

内点法有效求解。

g

g

g

g

T
g g, g

, , =1

2 2
g

1

2 2 2 2
g,

=1

( ) max ( ) ,

,

, 1,

2 2, 1

N

i i i
y s i

N

i
i

N

i i i i
i

F b P c y

v y

p q w s p w a P

s t q s

  




    



   


     

    







P
u P P

v P
(31)

2）半正定规划形式。

半正定规划以线性函数为目标，约束中包含线

性等式，不等式约束和半正定矩阵约束[22]。首先，

通过引入哑变量，将式(11)的优化模型进行等价转

化，可表示为

g , , ,

T
g g

T 2
g g g

( ) max

s.t. ,

( ) ,

y s t
F t

s y t

C s y



 



    


  

P

u P P

P P P

(32)

进而将模型的后 2个约束转化为半正定矩阵

约束：

g

T T T
g g

0
c s

 
 

    

I AP

P A b P
 (33)

g

T T
g

0
( )

y

y

 
 
  

I P

P
 (34)

式中“ ”表示矩阵为半正定约束。

因此，最终半正定规划的标准模型可描述为式

(35)所示的 SDP模型。该优化模型也可通过原始–

对偶内点法求解或将其转为对偶问题，即线性矩阵

不等式问题(linear matrix inequalities，LMI)来求解。

g , , ,

T
g g

g

T T T
g g

g

T T
g

( ) max

s.t. ,

0

0
( )

y s t
F t

s y t

c s

y

y



 



    

  

       
        

P

u P P

I AP

P A b P

I P

P





(35)

需要说明的是，一般而言，原始–对偶内点法

对 SOCP问题的求解效率要优于 SDP问题，因此在

决策者拥有原始–对偶内点法求解器的情况下，可

优先选择 SOCP模型进行求解，若没有该求解器时，

则可采用线性矩阵不等式求解器来求解 SDP优化

模型。

5 算例验证

首先采用 30节点测试系统对本文所提出的鲁

棒均值方差模型进行验证和分析，该系统共有 6台

发电机，其参数如文献[13]所示，而节点电价的预

测值和协方差矩阵可采用文献[23]的数据。设置

式(13)中统计参数为1和10两种情况，使用

鲁棒均值方差模型和非鲁棒均值模型分别进行仿

真，令从 0到变化，得到收益、方差随风险

系数的变化曲线如图 1—4所示；收益与风险的

Pareto前沿如图 5、6所示。可以看出，随着风险系

数的增加，收益和风险都随之下降，这、符合市场

“高风险高收益”的准则。其次，采用鲁棒模型后，

风险和收益比非鲁棒均值方差模型同时降低，验证

了结论 1。随着的增加，鲁棒模型和非鲁棒模型
的相差量先增加后减小，其中风险相差量趋于 0，
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图 5 收益与风险的 Pareto前沿(1)

Fig. 5 Pareto front of profit and risk with 1
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图 6 收益与风险的 Pareto前沿(10)

Fig. 6 Pareto front of profit and risk with 10

而收益相差量则趋于一个常数，验证了结论 3。对

比图 1和 3可以看出，增大，鲁棒模型与非鲁棒
模型的收益相差量增加。对比图 2和 5可以看出，

当很大时，鲁棒模型与非鲁棒模型的风险相差量
总是趋于 0，与的变化关系不大。这表明，在给
定情况下，对于选择较大的发电商，采用鲁棒
模型替代非鲁棒模型，其对于风险和收益的损失比

选择较小的发电商都相对较小。而在给定的情
况下，不同的发电商采用鲁棒模型替代非鲁棒模
型，收益和风险都随增加而减小，而当很大时，
虽然收益随增加而减小，但风险基本保持不变。
另外需要说明的是，统计参数实际上反映了

决策者对节点电价预测的不确定程度，从公式(13)

的形式上看，节点电价所属的不确定集为椭球形

式，而越大说明不确定集越大。但值得注意的是，
当采用鲁棒分析时 (即不确定集最差情况下求最

优)，对收益的影响大于对风险的影响，特别是在

很大时，风险基本不受影响。
表 1给出在10下，各台发电机出力的优化

结果，可以看出，发电厂商更追求小风险，随着风

险系数的增加，总的发电量随之减少，而根据结
论 1，采用鲁棒模型相当于增加风险系数，则在鲁

棒模型中，随着的增加，发电机总发电量减少的
速度更快。

表 1 鲁棒和非鲁棒均值方差模型的发电量对比

Tab. 1 Comparison of robust and non-robust

mean-variance model for generation


P1/MW P2/MW P3/MW

鲁棒 非鲁棒 鲁棒 非鲁棒 鲁棒 非鲁棒

0 19.3233 21.1646 30.9864 31.3310 14.8416 14.7727

5 13.7472 17.4905 24.7026 29.0220 12.1515 13.6360

10 10.0000 11.2353 16.7696 21.5417 10.0000 11.1268

15 10.0000 10.0000 11.6522 14.5883 10.0000 10.0000

20 10.0000 10.0000 10.0002 10.3625 10.0000 10.0000

25 10.0000 10.0000 10.0000 10.0000 10.0000 10.0000

30 10.0000 10.0000 10.0000 10.0000 10.0000 10.0000


P4/MW P5/MW P6/MW

鲁棒 非鲁棒 鲁棒 非鲁棒 鲁棒 非鲁棒

0 52.7019 55.0000 28.5511 30.0000 39.9999 36.9317

5 46.1365 55.0000 26.4673 30.0000 32.6075 36.0426

10 27.6672 37.8335 17.9941 23.0906 24.1109 29.4857

15 18.6455 23.6513 12.7953 15.7576 17.6418 21.4404

20 14.2414 16.5544 10.0208 11.5089 13.7671 15.8965

25 12.2941 13.4231 10.0000 10.0000 11.8080 12.9585

30 10.9809 11.7579 10.0000 10.0000 10.4192 11.2500
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上述仿真证明结论 1和 2的定性关系，为定量

分析结论 2和 3的关系，设计仿真思路如下：将

从 0以  为步长增加，则形成序列{0,  , 2  ,,

n  }，分别得到均值方差模型的收益和风险结果

序列和鲁棒均值方差模型的收益和风险结果序列。

表 2给出当9时(即 3  )的结果。可以看出，

关系式 rr(n)cr(n1)和 rp(n)cp(n1)3cr(n1)总

成立，证明式(23)和(24)成立，并且 cr趋于 4.80，

此时有 cprp趋于 14.40，即等于 3cr()；crrr趋

于 0，定量验证了结论 3。

最后，分别采用文中的 2 种方法在主频为

2.5GHz，内存 2GB，内嵌 CPLEX12.4和 SEDUMI

软件包[21]的计算机上进行计算。CPLEX采用原始–

对偶内点法求解 SOCP问题，SEDUMI 用来求解

SDP问题，对 10~100台发电机的情况进行时间测

试，图 7给出 SOCP和 SDP对于不同发电机台数的

计算效率曲线。可以发现，SOCP 的效率总高于

SDP，2种算法的时间效率均随着规模的增加而增

表 2 鲁棒与非鲁棒模型的比较

Tab. 2 Comparison of robust and non-robust model

n  cp cr rp rr cprp crrr

0 0 196.01 14.17 153.59 14.00 42.42 0.17

1 3 195.59 14.00 152.19 13.09 43.40 0.91

2 6 191.47 13.09 142.15 11.03 49.32 2.06

3 9 175.26 11.03 123.73 8.54 51.53 2.49

4 12 149.36 8.54 108.46 7.07 40.90 1.47

5 15 129.68 7.07 95.19 6.08 34.49 0.99

       

11 33 86.45 4.86 70.45 4.82 16.00 0.04

12 36 84.91 4.82 69.95 4.81 14.96 0.01

13 39 84.36 4.81 69.77 4.80 14.96 0.01

14 42 84.17 4.80 69.77 4.80 14.40 0.00

15 45 84.17 4.80 69.77 4.80 14.40 0.00
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Fig .7 Computational comparison of SOCP and SDP

加，但 SOCP计算时间的增加相对 SDP较缓慢。

6 结论

文章提出发电厂自调度优化模型，针对电价的

不确定性，以最大化发电收益和最小化风险为双目

标，建立鲁棒均值方差模型，并采用二阶锥规划获

得多目标优化的 Pareto前沿。通过对比鲁棒和非鲁

棒均值方差优化模型可得到如下结论：

1）采用鲁棒均值方差模型得到的结果相当于

增加了风险系数的均值方差模型，从而使得风险和

收益比采用非鲁棒均值方差模型同时降低；

2）鲁棒模型对收益的损失包括 2部分：一是

风险系数增加后造成的收益损失，二是额外损失。

鲁棒模型对风险的降低为增加风险系数后造成的

风险降低量；

3）当风险系数很大时，鲁棒对风险的降低会

逐渐趋于 0，而鲁棒对收益的降低量会趋于风险的

一个倍数。
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